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关于交叉立方体中一类保维自同构群的讨论
郑健微，殷超杰
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摘要：交叉立方体的圈、路嵌入与容错问题是研究的热点．为进一步研究交叉立方体，本文构造了一类保维自同构
并证明了在合成运算下这些保维自同构构成群．
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　　作为拓扑结构，互联网网络在平行处理与计算
系统中发挥了巨大的作用，尤其是在多计算机系统

中，它为处理器之间数据的交换提供了有效的机制．
ｎ维超立方体（ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ）Ｑｎ是一种最为广泛应用
的互联网网络，它具有许多优良的性质，如递归性、

对称性、正规性等．但超立方体 Ｑｎ也有它固有的缺
点，如直径较大．为了克服超立方体的缺点，人们提
出了许多变形网络，如交叉立方体［１１１］（ｃｒｏｓｓｅｄ
ｃｕｂｅ）、Ｍｂｉｕｓ立方体［１２１３］、增广立方体［１４］（ａｕｇｍｅｎ
ｔｅｄｃｕｂｅ）、局部扭立方体［１５］（ｌｏｃａｌｌｙｔｗｉｓｔｅｄｃｕｂｅ）
等，这些超立方体的变形网络的直径只有超立方体

网络的一半．
一般互联网网络可用无向的连通图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）

来表示，Ｖ＝Ｖ（Ｇ）为节点集，Ｅ＝Ｅ（Ｇ）为 Ｇ的边集，
其中节点代表处理器，边代表处理器之间的物理连

线．图Ｇ＝（ＶＧ，ＥＧ）到Ｈ＝（ＶＨ，ＥＨ）的映射是将节点
ＶＧ映射到节点 ＶＨ．在这里可以形象地认为图 Ｇ为

客图（ｇｕｅｓｔｇｒａｐｈ），Ｈ为主图（ｈｏｓｔｇｒａｐｈ）．
本文讨论的为交叉立方体网络，记为 ＣＱｎ，它与

Ｑｎ一样有许多的优良性质，即它们有一样的顶点数
２ｎ，一样的边数２ｎ－１ｎ，一样的正则度 ｎ，一样的连通
度ｎ，且有简单的递归结构．它也有超立方体所没有

的性质，如ＣＱｎ的直径为「ｎ＋１２ ?，它只有Ｑｎ直径的
一半［１］；一棵具有２ｎ－１个顶点的完全二叉树能以
膨胀数１嵌入到交叉立方体 ＣＱｎ中，而同样的树却
只能以膨胀数２嵌入到超立方体 Ｑｎ中

［３］；长度为

４～２ｎ的泛圈都能以膨胀数（ｄｉｌａｔｉｏｎ）１嵌入到 ＣＱｎ
中，而只有偶长圈才能以同样的膨胀数嵌入到 Ｑｎ
中［６］．其中，膨胀数是刻画嵌入优劣的一个重要参
数，它表示客图 Ｇ到主图 Ｈ的嵌入 ψ中，Ｇ的边被
“拉长”的最大长度；在平行处理中，它是度量当主

图Ｈ按 ψ模拟Ｇ时，通信延滞的重要参数．
在设计一个互联网网络时有较多的复杂要求，



人们几乎不可能设计一个面面俱到的网络，但可以

依据网络中需要的性质与要求来设计一个合适的网

络，而设计和评价一个网络优劣的核心问题是图的

嵌入问题．同构映射对研究图的嵌入和容错性问题
有着重要的意义［７，１２１３］．本文构造了交叉立方体中
一类有趣的保维自同构群，为进一步研究交叉立方

体的嵌入和容错问题打下了良好的基础．

１　预备知识

ｎ维交叉立方体 ＣＱｎ有２
ｎ个节点，ＣＱｎ中的每

个节点可用长为 ｎ的二元序列向量表示：ｕ＝
ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ１ｕ０，此时也称之为节点 ｕ的位址，其中
ｕｎ－１为首位，ｕ０为末位．ｕ的第 ｉ个比特位用 ｕｉ表
示，其中，ｕｉ∈｛０，１｝，ｉ为整数，０≤ｉ≤ｎ－１．ｕｉ的补

用ｕｉ表示（０＝１１＝０）．从一个节点 ｕ
１到另外一个

节点ｕ２的边用（ｕ１，ｕ２）表示，其中 ｕ１、ｕ２分别为边
（ｕ１，ｕ２）的两端点．在 ＣＱｎ中，两端点是否相连是由
它们的位址比特位决定的，由此，有以下定义．

定义１［１］　两个二元序列ｘ＝ｘ１ｘ０，ｙ＝ｙ１ｙ０称为
相关对，记为 ｘ～ｙ，当且仅当（ｘ，ｙ）∈｛（００，００），
（１０，１０）（０１，１１），（１１，０１）｝．

ｎ维交叉立方体ＣＱｎ可以用递归定义表示，ｎ≥
２时，ＣＱｎ是由两个ｎ－１的交叉立方体ＣＱｎ－１（分别
记为 ＣＱ１ｎ－１和 ＣＱ

０
ｎ－１）用 ２

ｎ－１条边连接起来，其中

ＣＱ０、ＣＱ１分别是节点标号分别为０和１的完全图．
ＣＱ０ｎ－１的节点 ｕ＝０ｕｎ－２ｕｎ－１…ｕ０和 ＣＱ

１
ｎ－１中的节点

ｖ＝１ｖｎ－２ｖｎ－１…ｖ０在ＣＱｎ中相邻，当且仅当
１）ｕｎ－２＝ｖｎ－２，如果ｎ是偶数；
２）（ｕ２ｉ＋１ｕ２ｉ，ｖ２ｉ＋１ｖ２ｉ）∈｛（００，００），（１０，１０）

（０１，１１），（１１，０１）｝，当０≤ｉ≤?ｎ－１２ 」时．
定义２［２］　交叉立方体 ＣＱｎ的顶点集为｛ｖｎ－１

ｖｎ－２…ｖ０ ｖｉ∈｛０，１｝，０≤ｉ≤ｎ－１｝，两个节点 ｕ＝
ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ０，ｖ＝ｖｎ－１ｖｎ－２…ｖ０相邻，当且仅当存在
０≤ｄ≤ｎ－１，且满足下面４个条件：

１）ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｄ＋１＝ｖｎ－１ｖｎ－２…ｖｄ＋１；
２）ｕｄ≠ｖｄ；
３）ｕｄ－１＝ｖｄ－１，如果是奇数；

４）ｕ２ｉ＋１ｕ２ｉ～ｖ２ｉ＋１ｖ２ｉ，当０≤ｉ≤?ｄ２」时．
ＣＱｎ中的每个顶点都关联着 ｎ条边，分别表示

为第０，１，２，…，ｎ－１维边．例如，图１中ＣＱ４中的一
个顶点ｕ＝０１００，那么ｕ的第０、１、２、３维的关联节点

分别是０１０１、０１１０、００００、１１００．

图１　三维交叉立方体ＣＱ３与四维交叉立方体ＣＱ４
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅ３ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｒｏｓｓｅｄｃｕｂｅＣＱ３ａｎｄｔｈｅ

４ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｃｒｏｓｓｅｄｃｕｂｅＣＱ４

　　定义３［３］　ＣＱｎ的保维自同构 ψ是 Ｖ（ＣＱｎ）上
的一个置换，对任意的 ｘ，ｙ∈Ｖ（ＣＱｎ），（ｘ，ｙ）是 ＣＱｎ
中的一个ｄ维边当且仅当（ψ（ｘ），ψ（ｙ））也是 ＣＱｎ
中的一个ｄ维边，其中ｄ＝０，１，２，…，ｎ－１．

２　交叉立方体中的保维自同构群
为了更好地证明后面得到的定理，下面完整地

列出文献［３］与文献［４］的两个引理及其证明．
引理１［３］对任意的节点 ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ１ｕ０∈

Ｖ（ＣＱｎ），存在映射：ψｎ－１：Ｖ（ＣＱｎ）→Ｖ（ＣＱｎ），使得

ψｎ－１（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ１ｕ０．则 ψｎ－１为 ＣＱｎ的保维自
同构．

证明　令 （ｕ１，ｕ２）为 ＣＱｎ中任意的 ｄ维边，

ψｎ－１（ｕ
１）＝ｖ１，ψｎ－１（ｕ

２）＝ｖ２．由于（ｕ１，ｕ２）是 ｄ维
边，则（ｕ１，ｕ２）满足下面４个条件：

ｕ１ｎ－１ｕ
１
ｎ－２…ｕ

１
ｄ＋１＝ｕ

２
ｎ－１ｕ

２
ｎ－１…ｕ

２
ｄ＋１；

ｕ１ｄ≠ｕ
２
ｄ；

ｕ１ｄ－１＝ｕ
２
ｄ－１，当ｄ为奇数时；

ｕ１２ｉ＋１ｕ
１
２ｉ～ｕ

２
２ｉ＋１ｕ

２
２ｉ，当０≤ｉ≤?ｄ－２２ 」时．

下面分两种情况证明（ｖ１，ｖ２）为ｄ维边．
１）ｄ＝ｎ－１时，（ｕ１，ｕ２）为 ｎ－１维边．不妨令

ｕ１＝０ｕ１ｎ－２…ｕ
１
１ｕ
１
０，ｕ

２＝１ｕ２ｎ－２…ｕ
２
１ｕ
２
０．

将上面条件中的ｄ用ｎ－１代替后如下：
ｕ１ｎ－１≠ｕ

２
ｎ－１；

ｕ１ｎ－２＝ｕ
２
ｎ－２，当ｎ－１为奇数时；

ｕ１２ｉ＋１ｕ
１
２ｉ～ｕ

２
２ｉ＋１ｕ

２
２ｉ，当０≤ｉ≤?ｎ－３２ 」时．

由于

ｖ１＝ψｎ－１（ｕ
１）＝１ｕ１ｎ－２…ｕ

１
１ｕ
１
０，ｖ

２＝ψｎ－１（ｕ
２）＝

０ｕ２ｎ－２…ｕ
２
１ｕ
２
０，

显然当（ｕ１，ｕ２）满足上面３个条件时，（ｖ１，ｖ２）也满
足．则（ｖ１，ｖ２）为 ｎ－１维边．由于 ψ存在一个逆映
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射，则同理可证当（ｖ１，ｖ２）为ｎ－１维边时，经过逆映
射ψ－１后的边（ｕ１，ｕ２）也为ｎ－１维．
２）ｄ＜ｎ－１时，（ｕ１，ｕ２）为ｄ维边．
不妨令 ｕ１ ＝０ｕ１ｎ－２… ｕ

１
ｄ＋１ｕ

１
ｄ… ｕ

１
１ｕ
１
０，ｕ

２ ＝
０ｕ２ｎ－２…ｕ

２
ｄ＋１ｕ

２
ｄ…ｕ

２
１ｕ
２
０．ｄ维边（ｕ

１，ｕ２）满足
ｕ１ｊ＝ｕ

２
ｊ，当 ｄ＋１≤ｊ≤ｎ－１；

ｕ１ｄ≠ｕ
２
ｄ；

ｕ１ｄ－１＝ｕ
２
ｄ－１，当ｄ为奇数时；

ｕ１２ｉ＋１ｕ
１
２ｉ～ｕ

２
２ｉ＋１ｕ

２
２ｉ，当０≤ｉ≤?ｄ－２２ 」时．

此时，ｖ１＝ψｎ－１（ｕ
１）＝１ｕ１ｎ－２…ｕ

１
ｄ＋１ｕ

１
ｄ…ｕ

１
１ｕ
１
０，ｖ

２＝

ψｎ－１（ｕ
２）＝１ｕ２ｎ－２…ｕ

２
ｄ＋１ｕ

２
ｄ…ｕ

２
１ｕ
２
０．

显然（ｖ１，ｖ２）满足上面４个条件．则（ｖ１，ｖ２）为 ｄ
维边．反过来也可证得当（ｖ１，ｖ２）为 ｄ维边时，
（ψ－１（ｖ１），ψ－１（ｖ２））为 ｄ维边．而 ψｎ－１：Ｖ（ＣＱｎ）→
Ｖ（ＣＱｎ），所以ψｎ－１为ＣＱｎ的保维自同构．

引理２［４］　对于任意的节点ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ１ｕ０
∈Ｖ（ＣＯｎ），存在映射 ψｉ：Ｖ（ＣＱｎ）→Ｖ（ＣＱｎ），使得
ψｉ（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０，其中奇数ｉ＝２ｋ＋

１，０≤ｋ≤?ｎ－１２ 」．则ψｉ为ＣＱｎ的保维自同构．
证明　由于（ｕ１，ｕ２）为 ｄ维边，不妨令 ｕ１＝

ｕ１ｎ－１ｕ
１
ｎ－２…ｕ

１
ｄ＋１ｕ

１
ｄ…ｕ

１
１ｕ
１
０，ｕ

２＝ｕ２ｎ－１ｕ
２
ｎ－２…ｕ

２
ｄ＋１ｕ

２
ｄ…

ｕ２１ｕ
２
０．下分两种情形证明（ｖ

１，ｖ２）是ｄ维边．

１）ｄ＝２ｋ＋１时，ｋ＝０，１，２，…，?ｎ－１２ 」．

（１）当 ｋ取?ｎ－１２ 」，即为引理 １构造的映射
ψｎ－１．它为ＣＱｎ的保维自同构映射．

（２）当２ｋ＋１≠ｎ－１时．此时（ｕ１，ｕ２）为２ｋ＋１

维边，ｋ＝０，１，２，…，?ｎ２－１」．它满足下面３个条件：
ｕ１ｎ－１ｕ

１
ｎ－２…ｕ

１
２ｋ＋２＝ｕ

２
ｎ－１ｕ

２
ｎ－２…ｕ

２
２ｋ＋２，

ｕ１２ｋ＋１≠ｕ
２
２ｋ＋１，

ｕ１２ｉ＋１ｕ
１
２ｉ～ｕ

２
２ｉ＋１ｕ

２
２ｉ，当０≤ｉ≤?２ｋ－１２ 」时，

并且有以下等式：

ψｉ（ｕ
１）＝ｕ１ｎ－１ｕ

１
ｎ－２…ｕ

１
２ｋ＋１ｕ

１
２ｋ…ｕ

１
１ｕ
１
０＝ｕ

１
ｎ－１ｕ

１
ｎ－２…

ｕ２２ｋ＋１ｕ
１
２ｋ…ｕ

１
１ｕ
１
０，

ψｉ（ｕ
２）＝ｕ２ｎ－１ｕ

２
ｎ－２…ｕ

２
２ｋ＋１ｕ

２
２ｋ…ｕ

２
１ｕ
２
０＝ｕ

２
ｎ－１ｕ

２
ｎ－２…

ｕ１２ｋ＋１ｕ
２
２ｋ…ｕ

２
１ｕ
２
０，

显然，（ψｉ（ｕ
１）、ψｉ（ｕ

２））只是将（ｕ１，ｕ２）的比特位
ｕ１２ｋ＋１、ｕ

２
２ｋ＋１调换过来，则（ψｉ（ｕ

１），ψｉ（ｕ
２））仍满足上

面３个条件．令ｖ１＝ψｉ（ｕ
１），ｖ２＝ψｉ（ｕ

２），则（ｖ１，ｖ２）
为２ｋ＋１维边．反过来可以证明当（ｖ１，ｖ２）为２ｋ＋１
维边，（ｕ１，ｕ２）也为２ｋ＋１维边．
２）ｄ≠２ｋ＋１时．不妨令ｄ＞２ｋ＋１．
设 ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｄ＋１ｕｄ…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０．（ｕ

１，

ｕ２）为ｄ维边，则当ｕ１２ｋ＋１ｕ
１
２ｋ取００，０１，１０，１１时，对应

地，ｕ２２ｋ＋１ｕ
２
２ｋ取 ００，１１，１０，０１．由映射 ψｉ（ｕ）＝

ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０可知，ψｉ同时改变了 ｕ
１ｕ２

的第２ｋ＋１个比特位．当 ｕ１２ｋ＋１ｕ
１
２ｋ取 １０，１１，００，０１

时，相应地，ｕ２２ｋ＋１ｕ
２
２ｋ取１０，０１，００，１１．显然，由关联对

定义可知ｕ１２ｋ＋１ｕ
１
２ｋ～ｕ

２
２ｋ＋１ｕ

２
２ｋ．则（ｖ

１，ｖ２）为 ｄ维边．反
过来可以证明当（ｖ１，ｖ２）为 ｄ维边时，（ψ－１（ｖ１），
ψ－１（ｖ２））也为 ｄ维边．且因为 ψｉ：Ｖ（ＣＱｎ）→
Ｖ（ＣＱｎ），所以 ψｉ为ＣＱｎ的保维自同构．

基于上面的引理，对于任意的节点

ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…ｕ１ｕ０，
构造映射

ψｉ，ｊ（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…ｕ１ｕ０，
其中ｉ＝２ｋ＋１或 ｎ－１；ｊ＝２ｌ＋１或 ｎ－１，且０≤ｋ，

ｌ≤?ｎ－１２ 」．
记ＣＱｎ中所有保维自同构构成的集合为 Ｘ，取

集合Ｘ中的元素ψｉ、ψｊ，对任意的节点ｕ∈ＣＱｎ，定义
非空集合Ｘ上的合成运算为

（ψｉψｊ）（ｕ）＝ψｉ［ψｊ（ｕ）］＝ψｉ，ｊ（ｕ）．
令ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…ｕ１ｕ０．当 ｉ＝ｊ

时，（ψｉψｊ）（ｕ）＝ψｉ，ｉ（ｕ），ψｉ，ｉ（ｕ）＝ψｉ［ψｉ（ｕ）］＝

ψｉ（ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕ１ｕ０）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…
ｕ１ｕ０，即ψｉ，ｊ为一个恒等映射，从而可见 ψ

－１
ｉ ＝ψｉ．习

惯上，用符号ε来表示恒等映射，即ψｉ，ｉ＝ε．
当ｉ≠ｊ时，不妨令 ｉ＞ｊ，（ψｉψｊ）（ｕ）＝

ψｉ［ψｊ（ｕ）］，（ψｊψｉ）（ｕ）＝ψｊ［ψｉ（ｕ）］，

ψｉ［ψｊ（ｕ）］＝ψｉ（ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…
ｕ１ｕ０）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…ｕ１ｕ０，

ψｊ（ψｉ（ｕ））＝ψｊ（ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…
ｕ１ｕ０）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕｊｕｊ－１…ｕ１ｕ０．所以，对任
意的节点ｕ∈ＣＱｎ，集合Ｘ中的元素ψｉ、ψｊ满足（ψｉ
ψｊ）（ｕ）＝（ψｊψｉ）（ｕ）．

由上面构造的映射ψｉ，ｊ，有下面的定理．
定理１　ψｉ，ｊ为 ＣＱｎ上的保维自同构，其中 ｉ＝

２ｋ＋１或 ｎ－１；ｊ＝２ｌ＋１或 ｎ－１，且 ０≤ｋ，ｌ≤

?ｎ－１２ 」．

７９　第３期 　　　　　郑健微，等：关于交叉立方体中一类保维自同构群的讨论 　　　



证明　将问题分成ｉ＝ｊ和ｉ≠ｊ两种情况．
（１）当ｉ＝ｊ时，有 ψｉ，ｉ（ｕ）＝ψｉ（ψｉ（ｕ））＝ｕｎ－１

ｕｎ－２…ｕｉｕｉ－１…ｕ１ｕ０＝ε（ｕ），即 ψｉ，ｉ为恒等映射．令
ｖ＝ψｉ，ｉ（ｕ）．显然，（ｕ

１，ｕ２）与（ｖ１，ｖ２）为 ＣＱｎ中的同
一条边，若（ｕ１，ｕ２）为 ｄ维边，则（ｖ１，ｖ２）也为 ｄ维
边．反之亦成立．

（２）当ｉ≠ｊ时，不妨设 ＣＱｎ中的一条 ｄ维边为
（ｕ１，ｕ２），令ｖ１＝ψｊ（ｕ

１），ｖ２＝ψｊ（ｕ
２），等式

ψｉ，ｊ（ｕ
１，ｕ２）＝ψｉ［ψｊ（ｕ

１，ｕ２）］＝ψｉ［ψｊ（ｕ
１），

ψｊ（ｕ
２）］＝ψｉ（ｖ

１，ｖ２）＝（ψｉ（ｖ
１），ψｉ（ｖ

２））成立．
可知，ｄ维边 ψｉ，ｊ（ｕ

１，ｕ２）与（ψｉ（ｖ
１），ψｉ（ｖ

２））是

等价的，而由引理１、２知当（ｕ１，ｕ２）为 ｄ维边时，经
过保维自同构 ψｊ映射后（ｖ

１，ｖ２）为 ｄ维边，ｄ维边
（ｖ１，ｖ２）经过保维自同构ψｉ映射后（ψｉ（ｖ

１），ψｉ（ｖ
２））

也为ｄ维边．由此，可证得当（ｕ１，ｕ２）为 ＣＱｎ中的 ｄ
维边时，（ψｉ，ｊ（ｕ

１），ψｉ，ｊ（ｕ
２））也为 ＣＱｎ中的 ｄ维边，

且存在ψ－１ｉ，ｊ＝ψｉ，ｊ，使得当（ψｉ，ｊ（ｕ
１），ψｉ，ｊ（ｕ

２））为ｄ维
边时，经过映射 ψ－１ｉ，ｊ后得到的（ｕ

１，ｕ２）也为 ｄ维边，
其中ψｉ，ｊ：Ｖ（ＣＱｎ）→Ｖ（ＣＱｎ），所以ψｉ，ｊ为ＣＱｎ上的保
维自同构．证毕．

将上面构造的映射进行推广，不断改变 ｕ的任
意３个、４个比特位（这些比特位只能是奇数位或首
位）……构造映射 ψ２ｋ＋１，２ｌ＋１，２ｍ＋１…ψ１，３，…２ｋ＋１…ｎ－１．易
证明这些映射都为保维自同构．其中 ｋ，ｌ，ｍ取０，１，

２…?ｎ－１２ 」中任意一个值．
已知ε（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｉ＋１ｕ２ｉ…ｕ２ｊ＋１ｕ２ｊ…ｕ１ｕ０

为保维自同构．显然，ε不对任何比特位取补，ε只有
１个．引理１、２构造的保维自同构为 ψｉ、ψｎ－１，其中

ψｉ（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０，ψｎ－１（ｕ）＝
ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０．显然，它们都只取一个比
特位的补集，共有Ｃ１ｎ／２＝Ｃ

１
「ｎ／２?＝「ｎ／２?个．当取任意

两个奇数或首位比特位的补集时，即定理１构造保
维自同构，共有Ｃ２「ｎ／２?个．依此类推，当取任意３个、４

个、…「ｎ－１２ ?个奇数比特位的补集时，构造的保维
自同构映射分别有Ｃ３「ｎ／２?个，Ｃ

４
「ｎ／２?个，…，Ｃ

「ｎ／２?
「ｎ／２?个．特

别的，由于ＣＱｎ中的ｎ可取奇数或者偶数，则最后构
造的映射ψ１，３，５，…，ｎ－１会因ｎ取值的不同而有所区别．
当ｎ为偶数时，保维自同构为 ψ１，３，５，…，ｎ－３，ｎ－１（ｕ）＝
ｕｎ－１ｕｎ－２ｕｎ－３…ｕ３ｕ２ｕ１ｕ０；当 ｎ为奇数时，保维自同
构为ψ１，３，５，…，ｎ－２，ｎ－１（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２ｕｎ－３…ｕ３ｕ２ｕ１ｕ０．

综上所述可得，无论当ＣＱｎ中的ｎ取奇数还是偶

数，构造的保维自同构的个数共有 Ｃ０「ｎ／２?＋Ｃ
１
「ｎ／２?＋

Ｃ２「ｎ／２?＋…＋Ｃ
「ｎ／２?
「ｎ／２?＝２

「ｎ／２?个．
设非空集合Ｘ与Ｘ上的合成运算构成的代数

结构为Γ＝（Ｘ，）．本文有以下定理：
定理２　集合Ｘ上的所有保维自同构在合成运

算下构成ＣＱｎ中的一个２
「ｎ／２?阶的保维自同构群，

并记为Ａｕｔ（ＣＱｎ）．
证明　设ψ，φ为Ｘ中的任意两个保维自同构，

节点 ｕ＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｉ＋１ｕ２ｉ…ｕ１ｕ０对任意的 ψ，φ∈
Ａｕｔ（ＣＱｎ），ｕ∈Ｖ（ＣＱｎ），简记φψ（ｕ）＝φ［ψ（ｕ）］．

（１）由集合Ｘ中元素的构造方法易知封闭性和
结合律是显然的．

（２）对 Ｘ中的任意元素 ψ，在保维自同构集合
Ｘ中存在恒等映射 ε（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ１ｕ０，且 ε满
足ψε（ｕ）＝ψ［ε（ｕ）］＝ψ（ｕ），εψ（ｕ）＝ε［ψ（ｕ）］
＝ψ（ｕ），即ψ［ε（ｕ）］＝ε［ψ（ｕ）］＝ψ（ｕ）．则恒等映
射ε为单位元．

（３）下面证明对任意的 ψ∈Ｘ，总存在一个 φ，
使得φψ（ｕ）＝φ（ψ（ｕ））＝ε（ｕ）．

由上面保维自同构集合中元素的构造，可知当

取任意１个、２个、３个……比特位的补集时（这些比
特位只能是奇数或首位），保维自同构为

ψｉ（ｕ）＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０，ψｉ，ｊ（ｕ）＝

ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ２ｌ＋１ｕ２ｌ…ｕ１ｕ０……ψ１，３，…ｉ…ｎ－１（ｕ）＝

ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０．其中ｋ，ｌ取０，１，…，ｎ－３，
ｎ－２，ｎ－１．

分别取φ＝ψｉ，φ＝ψｉ，ｊ，…，φ＝ψ１，３，５，…，ｎ－１，则有
等式

ψｉψｉ（ｕ）＝ψｉ［ψｉ（ｕ）］＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…
ｕ１ｕ０＝ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ１ｕ０＝ε（ｕ），

ψｉ，ｊψｉ，ｊ（ｕ）＝ψｉ，ｊ［ψｉ，ｊ（ｕ）］＝

ｕｎ－１ｕｎ－２…ｕ２ｋ＋１ｕ２ｋ…ｕ２ｌ＋１ｕ２ｌ…ｕ１ｕ０＝ε（ｕ），

ψ１，３，５，…，ｎ－１［ψ１，３，５，…，ｎ－１（ｕ）］＝ｕｎ－１…ｕ３ｕ２ｕ１ｕ０＝
ε（ｕ）．

综上，对Ｘ中的任意元素 ψ，存在一个逆元，且
逆元就是它本身．

下面分别举例子说明当 ｎ取２、３、４时，集合 Ｘ
上的所有保维自同构在合成运算下构成Ａｕｔ（ＣＱ２），
Ａｕｔ（ＣＱ３），Ａｕｔ（ＣＱ４），且Ａｕｔ（ＣＱ２）同构于２阶的初
等阿贝尔群（Ａｂｅｌｉａｎｇｒｏｕｐ），Ａｕｔ（ＣＱ２）和Ａｕｔ（ＣＱ４）
同构于４阶的初等阿贝尔群．

初等阿贝尔群Ｚ２中只有两个元素：０和１，其中
０为单位元，１的逆元为其本身．当 ＣＱｎ中的 ｎ取２
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时，集合Ｘ中存在两个元素 ε，ψ１，封闭性和结合律
显然．对任意的节点 ｕ＝ｕ１ｕ０∈ＣＱ２，满足（εψ１）
（ｕ）＝ψ１（ｕ），则 ε为单位元，且 ψ１＝ψ

－１
１ ，即 ψ１的

逆元为其本身．则Ａｕｔ（ＣＱ２）Ｚ２．
两个初等阿贝尔群 Ｚ２的直积：Ｚ２×Ｚ２＝｛（０，

０），（０，１），（１，０），（１，１）｝，其中（０，０）为单位元，
（０，１），（１，０），（１，１）的逆元为其本身．当ｎ取３时，
集合Ｘ中存在４个元素：ε，ψ１，ψ２，ψ１，２，其中ε为恒等
映射．对任意的ｕ＝ｕ２ｕ１ｕ０∈ＣＱ３，满足（εψ１）（ｕ）＝
ψ１（ｕ），（εψ２）（ｕ）＝ψ２（ｕ），（εψ１，２）（ｕ）＝
ψ１，２（ｕ）．则ε为单位元，且ψ１＝ψ

－１
１ ，ψ２＝ψ

－１
２ ，ψ１，２＝

ψ－１１，２．下证集合Ｘ中的元素满足封闭性和结合律．
从集合Ｘ中的任取两个元素，下面３个等式均

成立：

（ψ１ψ２）（ｕ）＝ψ１，２（ｕ），
（ψ１ ψ１，２）（ｕ）＝ ψ１（ψ１ψ２[ ]）（ｕ）＝

（ψ１ψ１）ψ[ ]２ （ｕ）＝ψ２（ｕ），
（ψ２ψ１，２）（ｕ）＝ψ１（ｕ），

由此可知集合Ｘ中的任意两个元素在合成运算 下
等于第３个．封闭性得证．

从集合Ｘ中任取３个元素，不失一般性，取 ψ１，
ψ２，ψ１，２或ε，ψ１，ψ２，有

［（ψ２ψ１）ψ１，２］（ｕ）＝［ψ１，２ψ１，２］（ｕ）＝
ε（ｕ），［ψ２（ψ１ψ１，２）］（ｕ）＝［ψ２ψ２］（ｕ）＝
ε（ｕ），

［（ψ２ψ１）ε］（ｕ）＝［ψ１，２ε］（ｕ）＝ψ１，２（ｕ），
［ψ２（ψ１ε）］（ｕ）＝［ψ２ψ１］（ｕ）＝ψ１，２（ｕ）．

可得

［（ψ２ψ１）ψ１，２］（ｕ）＝［ψ２（ψ１ψ１，２）］（ｕ），
［（ψ２ψ１）ε］（ｕ）＝［ψ２（ψ１ε）］（ｕ）．

所以合成运算满足结合律．
由上述证明知当 ｎ取３时，集合 Ｘ上的所有保

维自同构在合成运算下构成Ａｕｔ（ＣＱ３），且集合Ｘ中
存在４个元素：ε，ψ１，ψ２，ψ１，２，其中 ε为单位元，ψ１，
ψ２，ψ１，２的逆元为其本身．则Ａｕｔ（ＣＱ３）Ｚ２×Ｚ２．

当ｎ取４时，ＣＱ４的保维自同构集合 Ｘ中存在
４个元素：ε，ψ１，ψ３，ψ１，３．易知ε为单位元，合成运算
满足结合律，且 ψ－１１ ＝ψ１，ψ

－１
３ ＝ψ３，ψ

－１
１，３＝ψ１，３．任

取集合Ｘ中的３个元素．例如，取 ψ１，ψ３，ψ１，３，对任
意的节点ｕ＝ｕ３ｕ２ｕ１ｕ０∈ＣＱ４，有

（ψ１ψ３）（ｕ）＝ψ１，３（ｕ），
（ψ１ψ１，３）（ｕ）＝［ψ１（ψ１ψ３）］（ｕ）＝［（ψ１

ψ１）ψ３］（ｕ）＝ψ３（ｕ），
（ψ３ψ１，３）（ｕ）＝［ψ３（ψ１ψ３）］（ｕ）＝［ψ３

（ψ３ψ１）］（ｕ）＝［（ψ３ψ３）ψ１］（ｕ）＝ψ１（ｕ），
由此可知：ψ１，ψ３，ψ１，３中任意两个元素在合成运算 
下等于第３个．同理可证 ψ１，ψ３，ψ１，３、ε，ψ３，ψ１，３、ε，
ψ１，ψ３、ε，ψ１，ψ１，３时的情形．封闭性得证．则当ｎ取４
时，集合Ｘ上的所有保维自同构在合成运算下构成
Ａｕｔ（ＣＱ４），且Ａｕｔ（ＣＱ４）Ｚ２×Ｚ２．

当ｎ取５、６，…，２ｋ、２ｋ＋１时，易证得
Ａｕｔ（ＣＱ５）Ｚ２×Ｚ２×Ｚ２＝Ｚ

３
２＝Ｚ

「５／２?
２ ，

Ａｕｔ（ＣＱ６）Ｚ
「６／２?〗
２ ，

Ａｕｔ（ＣＱ７）Ｚ
「７／２?〗
２ ＝Ｚ４２，

Ａｕｔ（ＣＱ８）Ｚ
「８／２?
２ ＝Ｚ４２，…；

Ａｕｔ（ＣＱ２ｋ）Ｚ
「２ｋ／２?
２ ＝Ｚｋ２，

Ａｕｔ（ＣＱ２ｋ＋１）Ｚ
「２ｋ＋１／２?
２ ＝Ｚｋ＋１２ ，

Ａｕｔ（ＣＱ２ｋ＋２）Ｚ
「（２ｋ＋２）／２?
２ ＝Ｚｋ＋１２ ，ｋ＝０，１，２，…．

３　结论

本文构造了２「ｎ／２?个保维自同构，这些保维自同
构构成的集合Ｘ在合成运算下是一个同构于阿贝
尔群的保维自同构群．
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设计中的应用研究［Ｊ］．机械设计与制造，２０１１（８）：６０
６２．
ＷａｎｇＥｒｑｉａｎｇ，ＹｕＳｕｉｈｕａｉ，ＤｕＨｅｍｉｎ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆ
ＱＦＤａｎｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｅｎｔｒｏｐｙｉｎｉｍｐｒｏｖｅｄｄｅｓｉｇｎｆｏｒｔｈｅ
ｔａｎｋｔｒｕｃｋ［Ｊ］．ＭａｃｈｉｎｅｒｙＤｅｓｉｇｎ＆Ｍａｎｕｆａｃｔｕｒｅ，２０１１
（８）：６０６２．

［１４］苏建宁，江平宇，朱斌，等．感性工学及其在产品设计
中的应用研究［Ｊ］．西安交通大学学报：自然科学版，
２００４，３８（１）：６０６３．
ＳｕｎＪｉａｎｎｉｎｇ，ＪｉａｎｇＰｉｎｇｙｕ，ＺｈｕＢｉｎ，ｅｔａｌ．Ｒｅｓｅａｒｃｈ
ｏｎＫａｎｓｅｉｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｐｒｏｄｕｃｔｄｅｓｉｇｎ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＸｉ’ａｎＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉ
ｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００４，３８（１）：６０６３．
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